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Аннотация 
Введение. Современные методы стабилизации частоты автоколебаний базируются на улучшении ста-
бильности реактивных параметров схемы автогенератора и повышении добротности колебательной си-
стемы. Существует также возможность улучшения стабилизации частоты, основанная на явлении взаим-
ной синхронизации мод автогенератора при использовании многоконтурной колебательной системы. 
Ранее был описан метод снижения фазового шума с синхронизацией двух мод в бигармоническом авто-
генераторе с кратными частотами, разработанный в предположении безынерционности активного эле-
мента. Идея метода синхронизации основного колебания с его второй гармоникой с помощью дополни-
тельного контура основана на соображении, что внутренние флуктуационные процессы в активном эле-
менте синфазно модулируют все гармоники тока. Это позволяет использовать "естественную" взаимную 
корреляцию шумовых процессов с целью нейтрализации их влияния. 
Цель работы. Построение и анализ математической модели бигармонического автогенератора с целью 
анализа режимов его работы и уменьшения фазового шума выходного колебания. 
Материалы и методы. Математическая модель получена методом медленно меняющихся амплитуд, а ана-
лиз выполнен методами численного интегрирования и дифференцирования. 
Результаты. В статье проведен анализ динамических режимов бигармонического трехточечного автоге-
нератора, работающего в режиме фазовой синхронизации двух мод. Показано, что с ростом инерционно-
сти активного элемента синхронный режим сохраняется. Получены укороченные дифференциальные 
уравнения системы для медленно меняющихся амплитуд и фаз колебательных мод. Исследование нели-
нейной динамики и стационарного синхронного режима системы проведено методом фазового про-
странства в координатах "амплитуды мод – разность фаз". 
Заключение. Натурный эксперимент и теоретические исследования позволяют сделать вывод о возмож-
ности уменьшения фазового шума в стационарном синхронном двухмодовом режиме, что может быть 
использовано для стабилизации частоты автогенераторов различной физической природы. Механизм 
преобразования фазовых и амплитудных колебаний в режиме синхронизации представляет значитель-
ный интерес с фундаментальной точки зрения не только для анализа флуктуаций, но и для преобразова-
ния модулированных колебаний в нелинейных избирательных устройствах. 
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Abstract 
Introduction. Modern methods of stabilizing a frequency of self-oscillations use an improvement of the stability 
of reactive parameters of the self-oscillators circuit and an increase in the quality factor of an oscillating system. 
It is also possible to improve the frequency stabilization based on the phenomenon of mutual synchronization 
of the self-oscillator modes using a multi-loop oscillation system. Previously, a method for reducing a phase noise 
of an auto-oscillator with synchronization of two modes in a biharmonic auto-oscillator with multiple frequencies 
was described. The method was developed under the assumption that an active element is inertialess. The idea 
of the method of synchronizing of the main oscillation with its 2-nd harmonic using an additional loop is based 
on the consideration that internal fluctuation processes in the active element modulate in-phase all current har-
monics. Therefore, it is possible to use this "natural" cross-correlation of noise processes to neutralize their in-
fluence. 
Aim. Building and analysis of a mathematical model of a biharmonic oscillator in order to analyze the operating 
modes of such generator and reduction of the phase noise of its output oscillation. 
Materials and methods. The mathematical model was developed by the method of slowly changing amplitudes, 
and the analysis was performed by methods of numerical integration and differentiation. 
Results. It was demonstrated that synchronization of two oscillations at multiple frequencies in the active element 
reduced the phase noise of the main oscillation. 
Conclusion. In the paper dynamic modes of a biharmonic Colpitts oscillator operating in the phase synchroniza-
tion mode of two waves were analyzed. It was shown that with an increase in an inertia of the active element, the 
synchronous mode was preserved. Shortened differential equations of the system for slowly changing ampli-
tudes and phases of oscillatory modes were obtained. The study of nonlinear dynamics and of stationary syn-
chronous mode of the system was carried out by the method of phase space in coordinates of "mode amplitude  
phase difference". The conducted field experiment allows one to conclude that it is possible to reduce the phase 
noise in a stationary synchronous biharmonic mode. It can be used in the frequency stabilization task. 
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Введение. Традиционные методы стабилиза-
ции частоты автоколебаний базируются на двух 
основных подходах: улучшении стабильности ре-
активных параметров схемы автогенератора [1] и 
повышении добротности колебательной системы 
[2–5]. Однако возможен другой путь, основан- 
ный на явлении взаимной синхронизации мод. 
Так, в [6] описан метод снижения фазового шума 
(ФШ) на основе синхронизации двух мод в бигар-
моническом автогенераторе (БАГ) с кратными ча-
стотами [7], разработанный в предположении 
безынерционности активного элемента (АЭ). 
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Идея метода синхронизации основного колебания 
с его второй гармоникой с помощью дополни- 
тельного контура [6] основана на соображении, что 
внутренние флуктуационные процессы в АЭ син-
фазно модулируют все гармоники тока. Это позволяет 
использовать "естественную" взаимную корреляцию 
шумовых процессов с целью нейтрализации их влия-
ния. 
Экспериментально показано [8], что для БАГ на 
диодах Ганна наблюдается уменьшение ФШ.  
В [9], [10] исследована схема синхронизации двух 
наноразмерных спинтронных автогенераторов, для 
которых продемонстрирована также возможность 
снижения ФШ в режиме фазовой синхронизации.  
В связи с этим механизм преобразования фазовых и 
амплитудных шумов при синхронизации автоколеба-
ний представляет значительный интерес с фундамен-
тальной точки зрения для автогенераторов различной 
физической природы. 
На рис. 1 показан пример схемы двухконтурного 
автогенератора (АГ). Инерционный АЭ представлен 
последовательным соединением безынерционного 
элемента с вольт-амперной характеристикой  i u  и 
линии задержки на длительность d .  Указанная за-
держка вводится АЭ в гармоники выходного тока. Ко-
лебательная система представлена резонансными 
контурами с эквивалентными индуктивностями ,kL
емкостями kC и сопротивлениями kR   1,  2 .k   
Типичная кривая затягивания, обеспечиваю-
щая стабилизацию частоты (рис. 2), показывает за-
висимость частот связи колебаний k  относи-
тельно парциальных резонансных частот контуров 
0k  в бигармоническом режиме АГ. Если допу-
стить, что флуктуации выходной емкости АЭ при-
ведут к увеличению частоты первого колебания
 1 ,  то это вызовет смещение рабочей точки по 
направлению уменьшения частоты второго коле-
бания. Напротив, изменение емкости, приводящее 
к увеличению частоты второго колебания  2 ,  
вызывает снижение частоты первого колебания. 
Таким образом, возникающие в системе эффекты 
изменяют частоты колебаний в противоположные 
стороны, что приводит к дополнительной стабили-
зации частот. 
При работе генератора на частоте, близкой к 
граничной частоте транзистора, последний прояв-
ляет инерционные свойства. Этот эффект приво-
дит к ухудшению условий самовозбуждения коле-
баний, однако в литературе нет анализа БАГ с 
инерционным АЭ. 
Расчеты характеристик типичного СВЧ-тран-
зистора [11] показали возможность упрощенного 
описания такого АЭ в виде нелинейного звена и 
последующей линии задержки, где, в первом при-
ближении, запаздывание выходного тока прямо 
пропорционально номеру гармоники. 
В настоящей статье представлены результаты 
анализа динамических процессов БАГ и приве-
дены результаты натурного эксперимента с БАГ на 
транзисторе MMBT3904 [12], который подтвердил 
эффект уменьшения ФШ в синхронном двухмодо-
вом режиме. 
Математическая модель. Опишем вольт-ам-
перную характеристику АЭ на рис. 1 полиномом 
третьей степени [7], [13]: 
   2 31 2 3 ,i u c u c u c u    (1) 
где коэффициенты 1 3,  0с c  , а 2c  любого знака. 
Коэффициент передачи линии задержки имеет 
вид 
    dd exp .Z j j     (2) 
 
 
Рис. 1. Эквивалентная схема бигармонического 
автогенератора 












Рис. 2. Кривая затягивания частот бигармонического 
автогенератора 
Fig. 2. Pulling curve of the biharmonic oscillator frequencies 
1 01   
2 02   
1  
2  
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Известно [11], что время задержки для каждой 
гармоники зависит от ее номера и мало меняется при 
малых отстройках от рассматриваемых частот. Тогда 
для основной частоты 01 d1 ,j j     а для второй 
частоты в синхронном режиме 202 d 2 .j j    
Предположим, что выходной сигнал БАГ 
имеет вид 
    1 2 1 1 2 2co cos , su u u U U       (3) 
где ,kU  k  – амплитуды и фазы колебаний k-й 
моды, причем в синхронном режиме 2 1 ,2     
а   – обобщенная разность фаз, которая в син-
хронном режиме является постоянной во времени 
величиной. 
Укороченные коэффициенты передачи резо-
нансных контуров имеют вид [14]: 
 
   












    
 (4) 
где kR  – резонансные сопротивления контуров; 
q d dt  – оператор дифференцирования;
02k k kT Q   – постоянные времени контуров;
  – расстройка второго контура относительно 
первого, причем kQ  – добротности контуров. 
Система укороченных дифференциальных 











где a1,2,S p1,2S  – средние значения крутизны. 
Для получения выражений указанных средних 
значений a1,2,S p1,2S  подставим (3) в (1) и выде-
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где k k mx U U  – нормированные амплитуды коле-
баний;  22 1 34 4 3 ,b k c c c 
2
1 2 312k c c c  – 
коэффициенты, определяющие характеристику 
АЭ, причем  1 34 3mU c c  – амплитуда коле-
бания в одночастотном режиме. 
Тогда, подставив (6) в (5), получим систему 
укороченных уравнений для описания БАГ с уче-
том того, что в синхронном режиме 2 1 :2     
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Динамические характеристики БАГ. Фазовым 
пространством системы дифференциальных уравне-
ний БАГ (7) c инерционным АЭ является трехмерное 
евклидово пространство 3  с координатами 
 1 2,  ,  x x   [15]. Обобщенная разность фаз 
представляет собой периодическую функцию. Фазо-
вые траектории получены решением (7) в средах 
Octave/SciLab [16], [17] (рис. 3). На рисунке плоскость 
 1,  x   расположена горизонтально, а ось 2x  вер-
тикально. При построении траекторий заданы фак-
торы регенерации колебаний 1 1 21 3,c R c R   доб-
ротности контуров 1 2 200,Q Q   1 10 МГц,f   
1 2 2T T   и характеристика АЭ 13k   при рас-
стройке контуров 0.   
На рис. 3 представлены динамические про-
цессы системы БАГ при отсутствии задержки в 
АЭ (рис. 3, а) и при наличии задержки (рис. 3, б). 
В фазовом пространстве существует один устой-
чивый режим – бигармонический (точка 1), для ко-
торого характерны ненулевые амплитуды сигна-
лов двух колебаний  1 2,  0x x   с точно кратными 
   
   
   
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частотами. Точками 2–4 отмечены трехмерные 
особые точки типа "седло" [15]. 
При наличии задержки (рис. 3, б) седловая 
особая точка 4 приближается к особым точкам та-
кого же типа 2 и 3, а устойчивый узел (рис. 3, а, 
точка 1) преобразуется в устойчивый узлофокус 
(рис. 3, б, точка 1). 
Для наглядного представления динамики си-
стемы БАГ на рис. 4 показаны переходные про- 
цессы 1,x 2x  и   как функции времени t для не-
которых начальных условий при двух значениях 
задержки. При отсутствии инерционности АЭ 
(рис. 4, а) переходные процессы при начальных 
условиях (НУ) 1 и 3 устанавливаются достаточно 
быстро, но при НУ 2 и 4 время переходного про-
цесса увеличивается. 
При наличии инерционности АЭ (рис. 4, б) 
возникают колебательные переходные процессы, 
 
 а б 
Рис. 4. Переходные процессы при 0   (а) и 30    (б) для различных начальных условий: 
1 – 10 0;x   20 0. ;001x   0 0;   2 – 10 0.5;x   20 1;x   0 0;   3 – 10 0.5;x   20 1;x   0 90 ;     
4 – 10 0.5;x   20 5;0.x   0 300     
Fig. 4. Transient processes at 0   (а) and 30    (б) for different initial conditions: 
1 – 10 0;x   20 0. ;001x   0 0;   2 – 10 0.5;x   20 1;x   0 0;   3 – 10 0.5;x   20 1;x   0 90 ;     
4 – 10 0.5;x   20 5;0.x   0 300     
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Рис. 3. Фазовый портрет при 0   (а) и 25    (б) 
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что является признаком устойчивого узлофокуса 
(см. рис. 3, б), а длительности переходных процес-
сов увеличиваются. В частности, переходный про-
цесс, представленный кривой 2 на рис. 4, б, столь 
продолжителен, что не приходит к установивше-
муся значению за время моделирования. 
Из рис. 4 следует, что на начальном участке су-
ществует качественное изменение в переходном 
процессе второго колебания: в зависимости от зна-
чения амплитуды первого колебания его продолжи-
тельность может затянуться во времени. Это свя-
зано с тем, что при увеличении амплитуды первого 
колебания возрастает средняя крутизна, что приво-
дит к росту запаса по самовозбуждению для вто-
рого колебания, а оно в свою очередь уменьшает 
среднюю крутизну второго колебания. В результате 
время переходного процесса, где колебания изменя-
ются, увеличивается с ростом задержки АЭ. 
Таким образом, при наличии задержки АЭ в си-
стеме существует устойчивый узлофокус  
с ненулевыми амплитудами (рис. 3, б, точка 1),  
т. е. существует устойчивый синхронный бигармо-
нический режим. 
Результаты эксперимента. Натурный экспери-
мент проводился с использованием npn-транзи-
стора MMBT3904 [12]. На рис. 5 представлены спек-
тральные плотности мощности ФШ моногармони-
ческого 1 и бигармонического 2 режимов в диапа-
зоне отстроек от 10 Гц до 1 МГц. Измерение прово-
дилось на измерителе ФШ Anapico PNA 26.5 GHz. 
Видно, что работа в бигармоническом режиме 
уменьшает ФШ в среднем на 9 дБн/Гц. На отстрой-
ках около 0.5 кГц выигрыш по ФШ достигает 
20 дБн/Гц. Таким образом, эксперимент подтвер-
ждает возможность существования синхронного 
бигармонического режима БАГ и уменьшения ФШ 
колебаний. 
Заключение. В статье приводится анализ дина-
мических процессов системы бигармонического 
автогенератора. Доказано существование устойчи-
вого бигармонического режима двух колебаний с 
кратными частотами и ненулевыми амплитудами. 
При наличии задержки в БАГ из-за инерционности 
АЭ также показана возможность существования та-
кого режима. Экспериментально показано, что 
бигармонический режим позволяет уменьшить фа-
зовый шум основного колебания до 20 дБн/Гц. 
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Рис. 5. Спектральная плотность мощности фазовых шумов 
бигармонического автогенератора в моногармоническом 
(1) и бигармоническом (2) режимах 
Fig. 5. Power spectral density of the phase noise 
of the biharmonic oscillator in monoharmonic (1) 
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